Wybrane zastosowania pochodnych — obliczanie granic
funkcji

W tych materialach pokazemy, w jaki sposdb mozna oblicza¢ granice,
w ktorych otrzymujemy symbole nieoznaczone. Bedziemy stosowaé (w sposob
bezposredni Iub posredni) bardzo poreczng metode zwang regufq de [’Hospitala.

WyraZenie nieoznaczone postaci [%} lub [f}
o0

Twierdzenie 1 (de ’Hospitala).
Jezeli funkcje f 1 g sa okreSlone w pewnym sasiedztwie S punktu x, oraz

spelnione sg warunki:
1) lim f(x)=lim g(x)=0 (lub o),

2) istnieja pochodne f'(x) i g'(x) dlakazdego xeS,
3) g'(x)#0 dlakazdego xeS,

4) istnieje lim &
X, g (x

to istnieje granica lim Sx)
X=X, g(x)
S ()
H) 1 =1 .
R

(wlasciwa lub niewlasciwa),

, przy czym

Powyzsze twierdzenie pozostaje roéwniez w mocy dla  granic
w nieskonczono$ciach oraz granic jednostronnych. Litera H  bedziemy
oznacza¢ fakt stosowania reguty de I’Hospitala.

Przyklad 1. Obliczy¢ granice funkcji:

2 2
2) lim In(x* —1) ’ b) lim 1+x” —cos2x
x>+ 2x+3 =0 x(e®-1)

Rozwiazanie.
1

—2x

2 _ H 2 H

a) limM= * =limL=Iim X — * —
x40 2x+3 2



. l+x*—cos2x [O0]# . 2x—(-sin2x)-2 .. 2x+2sin2x
b) lim —————=|—| =lim = lim————— =
=0 x(e*—1) 0] +sol-(e"—D+x-e" xs0e"—1+xe*
0|7 . 2+2cos2x-2 . 2+4cos2x 2+4
=|—|=Ilim = lim = =
0] +soe*+1-e"+x-e" 150 2" +xe" 24+0-1

WyraZenie nieoznaczone postaci [0 . oo]

ST . 0
Wyrazenie nieoznaczone tego typu sprowadzamy do wyrazenia typu o lub

{E} wykonujac przeksztatcenie:
0

F@g=L o s g =5,

2(x) f(x)

a nastgpnie stosujemy regute de I’Hospitala.

Jak wida¢, stosujgc to przeksztalcenie trzeba zdecydowaé, ktorg funkcje
umiesci¢ w liczniku, a ktéora w mianowniku ulamka. Na ogét w liczniku
zapisujemy funkcje, ktora wydaje nam si¢ bardziej ,,skomplikowana”.

Przyklad 2. Obliczy¢ granice funkcji:

2
a) limxe *, b) lim (E—xjtgbc.
x—>0" o\ 4
=y
Rozwigzanie.
2 -— 2
2 2 e * o lH €
a) lim xe * =[0-e 0}:[0-&@]:[0.@]: lim :[—}zlim X
x—0" x—0" 1 o0 x—0 _i
x x?

2, 2
=lime * -—2-(—x2): lim [—Ze xJz[—Ze“Jz[—Z-Hoo)]:—oo.

x—0" X x—0"



b) Tutaj (wbrew podanej zasadzie, ktora sugeruje zapisanie w liczniku funkcji

bardziej ,,skomplikowanej””) w mianowniku umiescimy wyrazenie

tg2x
Dzieki temu bedziemy mogli zastosowac wzor tL =ctga.
ga
T_x T_x
o o H
lim+(E—xjtg2x=[0-(—oo)]= lim 4-—— = lim -2 {9} =
N 4 N T ctg2x 0
4 4 tg2x 4
. . sin®2x 1
= 11rn+ I = lnn+ =—.
x—)% - 2 x—)% 2
sin” 2x

WyraZenie nieoznaczone postaci [oo - oo]

Sposob postepowania z tego typu niecoznaczonoscig zalezy od postaci funkcji,
ktorej granicg chcemy obliczy¢. Jezeli przykladowo mamy do czynienia
z r6znicg dwoch funkcji, z ktérych przynajmniej jedna jest ulamkiem, to cate
wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci utamka — po takim przeksztatceniu

bedziemy mieli do czynienia z symbolem [%} lub [2}. Czasami wystarczy
o0

wspolny czynnik wyciagnaé przed nawias, aby przeksztatci¢ wyrazenie typu
[0 —o0] w wyrazenie [0-0].

Przyklad 3. Obliczy¢ granice funkcji:

a) lim (1— .1 J, b) lim (Ex—xarctng .
x—=0"\x sinx x—>+o\ 2
Rozwiazanie.
. 3 " 3
a) lim (1—#}[@_@]: lim 20X ~ X _ [9} = lim—o0sx=l
x—=0"\ x sinx x>0 xsinx 0 x—0" §SIN X + X COS X

0] “ . —sinx 0
=|—| =lim —=|—1{=0.
0 x—0" COSX + COSX — XSIn x 2

b) lim (Ex—xarctngz[oo—oo]z lim x(g—arctngz[oo-O]z

X—>+00 X—>+00



T 1
——arctgx H Y 2 H
ctim 2 | QX gy 2D gy 2X
X—>+00 1 0 xovo 1 xoto0 | 4 x2 0 | x40 Qx
X x?
=lim1=1.
X—>+00

Wyrazenia nieoznaczone postaci: [00] , [lw] , [ooo]
W tym przypadku postugujemy si¢ poznanym wczesniej wzorem
(x) x)In f(x
[/ = e/

Aby obliczy¢ granice otrzymanego wyrazenia wystarczy znalez¢é granice
wyktadnika.

Przyklad 4.
ne A
a) limx*! | b) lim (ctgx)™"" .
x—l x—0"
Rozwigzanie.

L BRI Inx
a) limx*! =[1°°]=1imex—1 =lime'™ = ¢'==, gdzie
(§

x—1 x—1 x—1
1
.1 7€
(¥) lim —— = [9} = lim % = —1.
-l ]1—x 0 x>l —]
b) hm (Ctgx)sinx — I:wo] — llm eSinx»lncth — eO — 1 , glee
x—0" x—0"
H
(*) lim sinx-Inctgx =[0-o0] = lim S8 _ F} -
x—0" x—0" 1 o0
sinx

1 ( : )
N T T . ) .
_ oy otex Usin’x) . osinx 1 sinfx . osinx [0}:0'

x>0 —COS X x—>0" CoSX sin’x COSx x—0' cos’ x 1

sin® x



Omoéwione metody obliczania granic stosujemy czesto przy wyznaczaniu
asymptot wykresow funkcji.

Przyklad 5. Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:
3
a) f(x)=xe~, b) f(x)=—-2xarcctgx.
Rozwiazanie.
a) Przypominamy, ze aby wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji obliczamy
granice tej funkeji na krancach dziedziny. Tutaj dziedzing jest D, =R\ {0} .

e Asymptoty pionowe.

Poniewaz:
3 [ + ]
] ; — . F — e | = . =
limxe~ =|0-e® |=[0-¢7|=[0-0]=0,

3
3 < 3
3 E ex [oo|H ex(_zj
lim xex =| 0-e :[O-e+w]=[0-w]:jin(}T={—}:lim—x:

X X

= lim 36 = [3+ (+20)] = 420,

zatem prosta x =0 jest asymptota pionowg prawostronng.
e Asymptoty poziome.
Poniewaz:
3 3
1. x:_‘—oo:__oz_.lz_
lim xe {ooe}[ooe][oo] 0,
3 3
li ¥ =| 4o0-e* [=| 400-e’ |=[+0-1] =+
lim xe [ooe}[ooe][oo] 0,
to krzywa bedaca wykresem naszej funkcji nie posiada asymptot poziomych.
o Asymptoty ukosne.
Poniewaz:
3
. 3

m= tim L9 — fim X _ i e =[e*]=1.,
X—>—00 X X—>—00 X X—>—00



X—>—00

3 3
n= lirfl [f(x)—mx]z lil‘fl [xex—xJz[oo—oo]z lim x[ex—1]=

e 2
X _ H 2 2
=[0-0]= lim el lz{g}zlim—lleim.%ex:&

X—>—0 0
X X

zatem prosta y = x+ 3 jest asymptotg ukosng lewostronng.

X—>—00 X—>—00
2

Analogicznie (obliczajac w taki sam sposob odpowiednie granice w +o0)
mozna wykazaé, ze prosta ta jest rowniez asymptotg ukosng prawostronna,
a co za tym idzie jest ona asymptotg uko$ng obustronng.
b) Poniewaz dziedzing funkcji f(x) =—2xarcctgx jest D, =R, to jej wykres
nie posiada asymptot pionowych.
e Asymptoty poziome.
Poniewaz:

lim (—2xarcctgx) = [+o00- 1] =400,
x—>—00

X—>+00 X—>+00 1

H - 2
lim (—2xarcctgx):[—oo-0]: lim arcctgx _ [9} = lim 11%
E )

to prosta y =-2 jest asymptotg poziomg prawostronna.
o Asymptoty ukosne.

Poniewaz wykres danej funkcji nie posiada asymptoty poziomej
lewostronnej, a ma asymptot¢ poziomg prawostronng, to z asymptot

uko$nych moze jedynie posiadaé asymptote lewostronng. Obliczamy
potrzebne granice:
—2xarcctgx

m= lim —————= lim (-2arcctgx) =-2mn,
X—>—00 X X—>—0

n=lim [ f(x)—mx]= lim (—2xarcctgx + 2mx) =[o0 0] =



lim 2x(n—arcetgx)=[—o0-0]= lim —| =

m—arcctgx [0} "

bt o1 0
2x
L
= tim 122 _ 4 _2"22 = [f} = lim 2o
o 1 asewlgx? Lo o 2
2x°

Zatem prosta y =—-2mx —2 jest asymptotg uko$ng lewostronna.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ granice funkcji:

10
1. lim* 1024 2. lim ,
=2 x=2 x—>0" 1 —cosx
2 3x
3. limE 4. lim ——,
-1 lnx x40 x4+ 5
5. limx—smx’ 6. limx+ lniosx’
=0 x —tgx =0 ]—e*
. 2
7 lim xsmx; ’ 8. lim 1+ x° —cos2x
x=0 2 —De” X x—0 x(ex — 1)
1
. arcsin2x+sinx . e —1
9. lim —— 10. Im —,
=0  sinx—2tgx x—— arcctgx —
11. lim xInx, 12. lim(1-e")ctgx,
x—=0" x—0
13. lim x(arcctgx —m), 14. limsinxlnx,
xX——0 x—=0"
15. lim (n—2arccosx)-ctgx, 16. lim(x—-1)In(x—1),
x—=0 x—l1"

17. lim(l— ! j, 18. lim(l—ctng,
=0\ x e* =1 x—0\ x



19. lim | 3% _ .e , 20. lim L ,

x—0" X SIn X I\ x—1 Inx
21. lim x™*, 22. lim x*,

x—0" x—=0"

1 .

) X*E ) 1 sinx
23. lim(ctgx) *, 24. lim [—j .

+oF x—0"\ x

4
Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:

1 X -X

5. f(x)=eX, 2. f()="°_,
€ —¢

1

27. f(x)=e* —x, 28. f(x)=x1n(e+lj,
X
29, f(x)=d*D) 30. f(x)=——
X Inx

3. f(x) =S¥ 32. f(x)=2x+arcctgx,

X
33. f(x)=xarcctgx, 34. f(x)=4xarctgx.
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